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OBSERVACIONES AL ALUMNO 

Al comienzo de cada texto encontrará lo siguiente. 

1. UNA PRESENTACION DE NUESTROS OBJETIVOS en la unidad, la cual puede usar para comprobar si ha completado el 
curso satisfactoriamente. 

2. UN DIAGRAMA ESTRUCTURAL que le muestra cómo están relacionadas las diferentes secciones de la unidad. El diagrama 
consta de: 
a) cuadros rojos que muestran la secuencia principal. 
b) cuadros negros punteados (a la izquierda del rojo) que le muestran lo que esperamos ya sepa antes de fijarse un estudio 

detallado. 

c) cuadros negros (a la derecha del rojo) que le ayudan a escoger temas que puede posponer u omitir si tiene poco tiempo. 

3. UN GLOSARIO de las definiciones, notaciones, etc., usadas en la unidad como referencia inmediata. 

4. UNA BIBLIOGRAFIA de los libros que puede consultar cuando haya acabado el trabajo de la unidad. 

5. CONCLUSIONES Y RESUMEN del trabajo realizado al final de cada texto. 


NUMERACION E INDICADORES 

Dentro de cualquier sección nos referimos a los temas por medio de un número. Al referirnos al mismo tema en otra sección, citamos 
cuatro números: número de la unidad, número del capítulo o parte, número de sección y número del tema. Por ejemplo, “Ecuación 3” 
si aparece en la misma sección, y “Ecuación. 4.3.1.3”, si está en otra sección. Los tres primeros números se citan en la parte superior 
de la página. Creemos que este es un sistema claro y fácil para consultar cualquier tema. Los indicadores serán una guía valiosa 
y le ahorrarán tiempo. 

En la margen derecha del texto hemos tratado de indicar la clase del material. Los términos usados son tan claros que no necesitan 
explicación. Por ejemplo, “Discusión” significa que una vez que haya entendido el tema, no necesita de nuevo recurrir a esta parte 
del texto. Estos INDICADORES tienen por objeto ayudarlo a localizar rápidamente las partes importantes cuando esté repasando 
o tenga que omitir parte del texto por falta de tiempo. 

También hemos tratado de indicar la importancia de los temas por el sistema de estrellas. 

*** Esto es muy importante. Usted debe entenderlo claramente. En algunos casos lo usará con tanta frecuencia, que se familiari- 
zará con ello sin necesidad de memorizarlo deliberadamente. El punto principal de este curso es no aprenderse los datos de me- 
moria; nosotros creemos que es más importante que entienda el trabajo y sea capaz de aplicarlo en la solución de los problemas. 
** Este es de menor importancia, pero tiene material al cual nos referiremos más adelante. 

* Esto generalmente no lo guía a trabajos adicionales en este curso y lo puede omitir si tiene poco tiempo. 

MW Indica el final de cada ejemplo, ejercicio o solución. 


Objetivos 


El objetivo general de esta unidad es familiarizarlo a usted con al- 
gunos de los aspectos teóricos y prácticos de la solución de los siste- 
mas de ecuaciones lineales. 


Después de haber trabajado esta unidad, usted debe poder: 


(i) resolver un sistema de ecuaciones lineales por el método de 
eliminación de Gauss; 

(ii) discutir los problemas de existencia y unicidad referentes a 
los sistemas de ecuaciones lineales, y dar ilustraciones geo- 
métricas de los casos sencillos; 

(111) definir las operaciones elementales en las filas de una matriz 
y construir las matrices elementales correspondientes a ope- 
raciones elementales dadas; 

(iv) encontrar la inversa de una matriz cuadrada no singular; 

(v) calcular el rango de una matriz; 

(vi) explicar la relación entre el rango de una matriz y los problemas 
de existencia y unicidad en los sistemas de ecuaciones lineales. 
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Glosario 


CONJUNTO 
SPLUCION DE UN 
SISTEMA DE 
ECUACIONES 


DIAGONAL 
PRINCIPAL 


ECUACION LINEAL 


MATRIZ (m Xx n) 


MATRIZ 
AUMENTADA 


MATRIZ CUADRADA 


vi 


El conjunto solución de un sistema de m ecua- 
ciones en n variables es el subconjunto S de 
R” definido por 


55 A3:N «NS 


donde S, es el conjunto solución de la ¡-ésima 
ecuación (es decir, un conjunto de n-uplas), 
¡=1,2,0: mm. 


La diagonal principal de una matriz cuadrada 
es la diagonal que viene de arriba hacia abajo 
y de izquierda a derecha. 


Una ecuación lineal es una ecuación de la 
forma 


01X1 + 02%X2 +>--+ On Xp = db, 
donde a;,42,---,a,bE R. 


Una matriz (m X n) es una disposición rectan- 
gular de números, que tiene m filas y n co- 
lumnas. 


La matriz de los coeficientes del sistema de 
ecuaciones: 


A11X1 + Qp9X3 + +++ px, =0b, 


A21X] + 022X2 + +++ + 4)9,Xx, =b, 
AmtX1 + Am Xo + oo + AmnXn = Em 
es 
Lun Gia “Gin 
421 42 *** 4, 
Arm Arm 2 Amr 


nes 


es la matriz 
(4 b) = (4 :b), 
que tiene como columnas las columnas de A y, 


además, el vector columna b. 


Una matriz cuadrada es una matriz que tiene 
el mismo número de filas que de columnas. 
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MATRIZ 
ELEMENTAL 


MATRIZ INVERSA 


MATRIZ NO 
SINGULAR 


MATRIZ SINGULAR 


METODO DE 
ELIMINACION 
DE GAUSS 


NUCLEO 


OPERACIONES 
ELEMENTALES 


OPERACIONES 
ELEMENTALES 
EN LAS FILAS 


ORDEN DE UNA 
M ATRIZ 


PROBLEMA DE 
EXISTENCIA 


PROBLEMA DE 
UNICIDAD 


RANGO DE UNA 
MATRIZ 


Una matriz elemental es una matriz que se ob- 
tiene de la matriz identidad mediante una 
operación elemental en las filas. 


La matriz inversa de una matriz A no singular 
n X n es la matriz n X n (única) A”! tal que 


AA! =A TA =1b.. 


Una matriz cuadrada de orden n Xn es no 
singular si su rango es n. 


Una matriz singular es una matriz cuadrada de 
orden n X n cuyo rango es menor que n. 


El método de eliminación de Gauss es un mé- 
todo sistemático para resolver un sistema de 
ecuaciones lineales. Véase la Sección 26.1.2. 


El núcleo de un morfismo es el conjunto de ele- 
mentos del dominio que se aplican al elemento 
cero del codominio. 


Las siguientes operaciones en un sistema de 

ecuaciones lineales son operaciones elemen- 

tales: 

(i) intercambio de dos ecuaciones cuales- 
quiera; 

(ii) multiplicación de una ecuación cualquiera 
por un número diferente de cero; 

(iii) adición de un múltiplo de una ecuación 
a otra. 


Las siguientes operaciones en una matriz son 
operaciones elementales en las filas: 
(i) intercambio de dos filas cualesquiera; 
(ii) multiplicación de una fila cualquiera por 
un número diferente de cero; 
(iii) adición de un múltiplo de una fila a otra. 


El orden de una matriz es m X n si tiene m 
filas y n columnas. Si m =n, se dice que es 
de orden n. 


El problena de existencia es el siguiente: ¿Exis- 
te una solución? Esto es, ¿tenemos un conjunto 
solución no vacio? 


El problema de unicidad es el siguiente: ¿Es 
única la solución? Esto es, ¿tiene el conjunto 
solución un solo elemento? 


El rango de una matriz es el máximo número 
de vectores columnas (o filas) linealmente in- 


dependientes de la matriz. 
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Página 
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SISTEMA DE 
ECUACIONES 
LINEALES 
SIMULTANEAS 


SISTEMAS 
EQUIVALENTES 


SUSTITUCION 
REGRESIVA 


TRASFORMACION 
LINEAL 


VECTOR COLUMNA 


VECTOR FILA 


Un sistema de ecuaciones lineales simultáneas 
es un conjunto de ecuaciones lineales en la 
misma variable. (Véase también conjunto so- 
lución.) 


Dos sistemas de ecuaciones son equivalentes 
si tienen el mismo conjunto solución. 


Cuando el sistema de ecuaciones 
Ax =b 


es tal que los elementos que quedan debajo de 
la diagonal principal son todos iguales a cero, 
se puede resolver el sistema por sustituciones 
regresivas. Si hay n incógnitas, x,,..., Xn, 
esto significa que tomamos el valor de la varia- 
ble x. en la última ecuación y que, sustitu- 
yendo ese valor en la ecuación precedente, 
obtenemos el valor de x,-,, y así sucesiva- 
mente. 


Una trasformación lineal es un morfismo de un 
espacio vectorial en otro. 


Un vector columna es una n-upla de números 
escritos en una columna; se puede considerar 
como una matriz de orden n X 1. 


Un vector fila es una m-upla de números es- 
critos en fila; se puede considerar como una 
matriz de orden 1 X m. 
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15 


Notación 

D El conjunto vacío. 

Á La matriz A, y también la trasformación lineal 
definida por A. Por ejemplo, 

411***4G15 
421*** 42 
A= 
Amt" ** Amn 
X1 411%X1 + E + 0¡pX 
Xx 071X1 + *** + QopX, 
Á — 
Xn AmiX1 ++ + AmnXn 
tEa» En) La base de R”, donde 
1 0 0 
0 1 0 
é1 pa 0 »€2 = 0 , En = 0 
0 0 1 

9; La ¡-ésima columna de la matriz A. 

r(A) El rango de la matriz A. 

(A b) La matriz aumentada del sistema 

AX =D: 

AS La inversa de A, donde A es una matriz no sin- 
gular; también, la aplicación inversa, donde A 
es un isomorfismo. 

Ln La matriz identidad de orden n X n. 

R¡——oR, - La operación elemental en las filas: intercam- 
bio de las filas Ri y Ra. 

R¡+—KkRi; La operación elemental en las filas: multipli- 


cación de la fila R, por el número R. 


R¡—R,¡+kR2 La operación elemental en las filas: adición de 
un múltiplo, k, de la fila Ra a la fila Ri. 


E, Una matriz elemental. 
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Bibliografía 
S. Lang, Introduction to Linear Algebra (Addison-Wesley, 1970). 


Este libro que recomendamos para la Unidad 23, será de mucha utili- 
dad en esta unidad. Además hace una buena exposición sobre matri- 
ces y la solución de sistemas de ecuaciones lineales. 


D. L. Kreider, R. G. Kuller, D. R. Ostberg y F. W. Perkins, An Intro- 
duction to Linear Analysis (Addison-Wesley, 1966). 


Los dos primeros capítulos de este libro son apropiados para esta 
unidad. El primer capítulo estudia los espacios vectoriales; el se- 
gundo, las trasformaciones lineales y matrices. 


A. E. Coulson, An Introduction to Matrices (Longmans, 1965). 


Este texto es un bolsilibro que contiene muchos ejemplos y ejercicios 
fáciles sobre manipulación de matrices. 


26.0 INTRODUCCION 


En esta unidad consideraremos algunos aspectos teóricos de la solu- 
ción de los sistemas de ecuaciones lineales simultáneas. Usaremos 
la notación vectorial introducida en la Unidad 22, Algebra lineal 1, 
y también la notación matricial introducida en la Unidad 23, Algebra 
lineal II, para investigar la existencia y unicidad de las soluciones 
de tales sistemas de ecuaciones. El objetivo de esta unidad es doble. 
Primero, pretendemos que usted se familiarice con las matrices, como 
herramientas operacionales y como representaciones de morfismos 
de unos espacios vectoriales en otros. Segundo, queremos preparar 
el terreno para la Unidad 28, Algebra lineal IV, donde discutiremos 
métodos prácticos para resolver sistemas de ecuaciones simultáneas. 


Un tema importante en esta unidad es el concepto de morfismo (tam- 
bién conocido en el texto, al referirnos a espacios vectoriales, como 
trasformación lineal) entre dos espacios vectoriales. En particular, 
discutiremos cuáles son las condiciones que permiten la existencia 
de un morfismo inverso. Hacia el final del libro exponemos un método 
para hallar el morfismo inverso (o recíproco), cuando éste existe. 
Este método no es muy práctico por sí mismo pero, sin embargo, es 
importante en principio y es base de muchos modelos prácticos. 


26.1 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 


26.1.0 Introducción 


Ya hemos considerado la idea de ecuaciones simultáneas y cómo 
están relacionadas con las aplicaciones entre espacios vectoriales 
(Unidad 23, Algebra lineal II). Antes de entrar en más detalles, ex- 
plicaremos lo que se entiende por un sistema de ecuaciones lineales 
simultáneas y por un conjunto solución de tal sistema. Esto nos lleva 
a considerar cómo podremos encontrar una solución y si ésta solución 
es única y, de hecho, nos lleva a considerar si realmente existe una 
solución. 


Podemos considerar la ecuación 


2x, — x2 =2, 
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como una definición del conjunto de todos los pares ordenados de 
números reales (x,,x2) tales que 2x, — x2 = 2; esto es, 


Si = [(x,,x2):2x, — x, = 2), 


que se puede representar gráficamente como se indica en la figura 
de la página anterior. 


Del mismo modo, si consideramos la ecuación X= 2 = 3, define 
el conjunto S2, donde 


S2= ((x1,x2):X, + x2 = 3) 


S2 está representado en la siguiente figura: 


Ahora tenemos dos ecuaciones: 
2x1 2. X2 = 2 
Xi + X2 = 3 


Si consideramos estas ecuaciones conjuntamente, forman un siste- 
ma de ecuaciones simultáneas, en el sentido que consideramos única- 
mente los pares (x,,x2) que verifican, simultáneamente, a ambas 
ecuaciones. Cada una de las ecuaciones tiene dos variables, x, y 
x2, y cada ecuación define una línea recta en el plano. Por eso deci- 
mos que las ecuaciones son lineales. Así, el sistema de ecuaciones es 
un conjunto de dos ecuaciones lineales simultáneas en dos variables, 
Xx1 Y Xz2a. 


En esta unidad trabajaremos con sistemas de ecuaciones lineales, 

pero los generalizaremos de modo que supondremos que tienen n 

ecuaciones simultáneas en m variables (también llamadas incógnitas). 

Una ecuación lineal en n variables, x1, x2, ..., xn, es una ecua- Definición 1 
ción de la forma * o. 


01X, + 42X2+-*-+4,x,=b, 


donde a,, az, ..., An, b son números conocidos. Como hemos visto, 
las ecuaciones en dos variables se pueden represéntar, gráfica- 
mente, como una recta; la representación de las de tres variables 


2 


es un plano; para más de tres variables no tenemos representaciones 
visuales, pero los geómetras dicen que una ecuación de esa clase 
representa un hiperplano. 


Consideremos ahora el conjunto solución de un sistema de ecuaciones 
lineales. 


El conjunto solución, S,, de 

2x, —- Xx,=2 
es el subconjunto de R X R que está aplicado al número 2 en la apli- 
cación 

$ :(x1,x2)——2x, — X2 ((x1,x2)ER x R) 


Del mismo modo, Sz es el subconjunto que está aplicado al número 
3 en la aplicación 


8 (1, XxX, + X2 ((x,,x2)ER x R) 


El conjunto solución del sistema formado por las dos ecuaciones 
consideradas simultáneamente es el conjunto S de elementos de 
RXR que, en la aplicación f, queda aplicado al número 2, y en g, 
al 3; esto es, 


s=S,MS, 


En otras palabras, el conjunto solución del sistema es el conjunto de 
los pares ordenados | (x1, x2) | tales que cada elemento de este con- 
junto pertenece a ambos conjuntos, Si y S2. 


x2 


En la figura podemos observar que el conjunto S consiste en un solo 
elemento, a saber, el punto de intersección de las dos rectas. Si las 
coordenadas de este punto son a y 6, entonces 


S = ((a, B) 
Para un sistema de m ecuaciones lineales simultáneas de n variables 
X1, X2>--:» Xn, €l conjunto solución S es el subconjunto de R” 


definido por 
S= Si MiS, Me (MS 


donde S, es el conjunto solución de la ¡-ésima ecuación (un con- 
junto de n-uplas),  =1,2,...,m. 


. 
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26.1.1 Naturaleza de la solución 26.1.1 
Consideremos el conjunto solución del sistema de ecuaciones: Discusión 
e da, 8 e 
21 3x3 = 12 


Las gráficas de las ecuaciones son dos rectas paralelas y, por consi- 
guiente, no tienen ningún punto común, de modo que, si 


Si = ((x,,x2):—2x, + 3x, = 6), 
y 
S¿ = ((x,,x2):2x, — 3x, = 12), 


entonces 
Ss =S,NS,=Y8 


El conjunto solución es vacío y, en consecuencia, decimos que el sis- 
tema de ecuaciones no tiene solución. 


x2 


Hay ejemplos de sistemas de ecuaciones lineales cuyas gráficas no 
son rectas paralelas y, a pesar de eso, sus conjuntos de soluciones 
son vacíos. 


Si consideramos las ecuaciones 
2x1 — X¿=2 
Xy +X2 =3 
Xi +32 = 5, 
vemos que definen los conjuntos 
S, = ((x,,x2):2x, — x, = 2) 
S¿= ((x,,x2):x, + x2 = 3) 
S3 = ((x1,x2):—x, + 5x, = 5), 
y que el conjunto solución S del sistema es 
s=SinS,NS, 
= (8,3) 


Este sistema tiene una sola solución. 
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Por otra parte, el conjunto solución del sistema 
x¡ — 2x=2 
Xi - x2=-2 
20, 
sistema que define los tres conjuntos 
S, = ((x,,x2):x, — 2x2 = 2) 
Sa = [(x,,x2):%1 — X2 = —2) 


S3 = (1, x2):4x1 + Xy = 20), 


4x, + 5x2 


es vacío; esto es, 


s=S,nMS,NS, = Y. 


S,nS2nS3"0 


La figura muestra que, aunque cada par de rectas se interseca, de 
modo que 

S,NS,xD,5,NS,+ Y y SNS, Y, 
sin embargo, las tres rectas no tienen ningún punto común a todas 
ellas y, por consiguiente, 

Si An S, n S; = ZD. 


Se sigue que el sistema de ecuaciones no tiene solución. 
Una ecuación de la forma 
ax, +bx,+cx,=d 


(donde a, b, c y d son constantes) se puede representar mediante un 
plano en un espacio geométrico tridimensional. Las dos ecuaciones 


2xX,— x2+ x3=4 
x1 + 3x7 — 2x,=9 
definen dos conjuntos, S, y S,, de ternas ordenadas: 
S, = ((%,,X2,X3):2x, — x2 + x3 = 4) 
S2= ((x,,X2,X3):x, + 3x, — 2x3 = 9). 


El conjunto solución de una ecuación que comprende tres variables, 
por ejemplo, 


2x1 —=x2+x3=4 


es el conjunto de elementos de R? (esto es, RX R X R) que está apli- 
cado a 4 en la aplicación 


SU%1, 2, Xx) 2X1 — X2 + X3 ((x,, x2, x3) € R?). 
De nuevo, el conjunto solución S del sistema es 
S = S; An S», 


que es el conjunto de elementos (ternas de números) que son comu- 
nes a S; y S2. En nuestro ejemplo, los dos planos se cortan a lo 
largo de una recta que, por consiguiente, define a S. 


SNS» 


S, S, 


En este caso, el sistema de ecuaciones tiene más de una solución. 
Por otra parte, los dos planos definidos por las ecuaciones 

2x1 — x23- x3=4 

4x, — 2x3 — 2x3 =7 


son paralelos. Los planos no se intersecan y el conjunto S es vacío. 
Así, el sistema no tiene solución. 


En general, para cualesquiera sistemas de ecuaciones lineales, dis- 
tinguimos tres tipos de conjunto solución: 


(i) Un conjunto solución que es vacío. En este caso decimos que 
el sistema no tiene solución, 

(ii) Un conjunto solución que contiene solamente un elemento (una 
n-upla, en un sistema de ecuaciones de n variables). En este 
caso decimos que el sistema tiene solución única, 

(iii) Un conjunto solución que contiene más de un elemento. En este 
caso decimos que el sistema tiene más de una solución. 


MB26.1.1 


Discusión 
* * 


Tema principal 
*. k * 


MB26.1.1 


Ejercicio 1 Ejercicio 1 
: a z , ] (3 minutos) 
Examine cada uno de los siguientes sistemas de ecuaciones lineales. 


Distinga los tres tipos: 


A: no tienen solución; 
B: la solución es única; 
C: tienen más de una solución. 


Haga una pequeña marca en la casilla adecuada, para indicar la clase 
a la cual pertenece cada sistema. (No es necesario resolver las ecua- 
ciones: un argumento geométrico es suficiente, pero en caso de que 
usted encuentre más fácil utilizar un argumento algebraico, damos 
algunos detalles en la solución.) 


(1) X¡ =X2= 
2x, + Xx, 


Il 
PS 


tl 


(11) x¡ +2x,=1 
—=x,+3x,=0 
Xi + X = E 
(111) 3x, —4x=-—1 
—-3x, +4x,=1 
(iv) —=Xx1+X= 


X2 HX3= 
X1 + X3 = 


= ON 


Nota 


Observe que, en realidad, tenemos que especificar cuántas variables 
comprende el sistema. Así, en (iv) hay tres variables aun cuando cada 
ecuación contenga sólo dos. Podemos aclarar esto si escribimos 


— 4 E X a 0x3 FE 2% 


(Cuando estas ecuaciones aparecen en la práctica, el número de va- 
riables está generalmente bien determinado por el contexto.) Hay una 
considerable diferencia entre el sistema (i), que suponemos compren- 
de dos variables solamente, y el sistema 


4 


X¡ — x2 +0x3 
2Xy => X an 0x3 = En 


de modo que especificamos que las tres primeras partes de este ejer- 
cicio se refieren a sistemas de ecuaciones de dos variables. L 


MB26.1.1/26.1.2 


Solución 1 Solución 1 


(1) El conjunto solución es ((Z, —$)) y consta de un solo elemento. 

(ii) Si el sistema de ecuaciones tiene solución, significa que las tres 
rectas se intersecan en un punto. Podemos buscar las coorde- 
nadas del punto de intersección de las dos primeras rectas y, 
después, comprobar si la tercera recta pasa por ese punto. Las 
dos primeras rectas se cortan en el punto (2,3). Sustituyendo x, 
y x2 por estos valores en la tercera ecuación, obtenemos 


3+14=32%2 
Luego la tercera recta no pasa por ese punto. El conjunto solu- 
ción es vacío. 
(iii) Si multiplicamos la segunda ecuación por (—1), observamos 


que las dos ecuaciones tienen el mismo conjunto solución. El 
conjunto solución tiene muchos elementos. Es decir: 


((X,,x2):3x, — 4x, = —1). 
(iv) Sumando la primera ecuación a la tercera obtenemos 
XA E X= 3 
y la segunda ecuación es 
Xx2 + x3=0. 


Estas ecuaciones no pueden satisfacerse simultáneamente; no 
hay solución. 


26.1.2 Solución de sistemas de ecuaciones lineales 26.1.2 

Parece obvio que el conjunto solución de un sistema de ecuaciones Tema principal 
. / . . . . * * 
simultáneas no se afecta por ninguna de las siguientes Operaciones Definición 1 


elementales - ni 
(1) intercambio de dos ecuaciones cualesquiera del sistema; 
(ii) multiplicación de todos los términos de una ecuación por un nú- 
mero constante diferente de cero; 
(iii) adición de un múltiplo de una ecuación a otra. 
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Podríamos dar alguna justificación que asegurara que estas operacio- 
nes no alteran el conjunto solución del sistema pero, sin una base 
axiomática para nuestra discusión, tal discusión no tendría validez 
real. Sin embargo, usted puede repasar la Unidad 6, Desigualdades, 
donde discutimos la idea de ecuaciones e inecuaciones equivalentes 
y de las operaciones que preservan la equivalencia. 


Método de eliminación de Gauss 


Aunque las tres operaciones elementales no alteran el conjunto solu- 
ción, sí cambian las ecuaciones del sistema considerado. Obtenemos 
un sistema diferente de ecuaciones que tiene el mismo conjunto solu- 
ción que el sistema original. Dos sistemas lineales cualesquiera que 
tengan el mismo conjunto solución se llaman sistemas equivalentes. 


Muchos métodos de solución de sistemas de ecuaciones lineales si- 
multáneas dependen de que se pueda encontrar un sistema equiva- 
lente donde sea más fácil buscar el conjunto solución. Ilustraremos 
estas ideas mediante la solución del sistema de ecuaciones: 


2x, + X2 — m3 
6x, — x-9x3=7 
4x, + 3x), + x=5 


Para resolver este sistema utilizaremos un método que se conoce como 
método de eliminación de Gauss. Este método es una formalización 
de un procedimiento con el cual es muy probable que usted esté ya 
familiarizado. Comenzamos por sumar múltiplos apropiados de la 
primera ecuación a cada una de las otras dos para eliminar x, de 
las dos últimas. Después, sumamos un múltiplo apropiado de la que 
ahora es segunda ecuación a la que ahora es tercera para eliminar x2 
de ésta última. Tenemos así, un sistema de ecuaciones, equivalente 
al sistema original, que se puede resolver fácilmente. 


Si denotamos las tres ecuaciones, en cada uno de los sistemas equi- 
valentes, por R¡, R2 y Rx en ese orden, entonces podemos delinear 
el orden de las operaciones descrito anteriormente, en el siguiente 
diagrama. 


A 


Operación Sistema 


no KK 


Sistema de ecuaciones Variables 


R, X1,X2,%3 
R, X1,X2,%X3 
R; rs as 


Eliminación de x, en Ra», y en 
R3¿ mediante la adición de múl- 
tiplos de R; a R2 y a Rz para 
formar nuevas Ra y R3. 


Sistema equivalente 


de ecuaciones Variables 
R; X1,X2,%3 
R, X2,X3 
R; X2)X3 
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Tema principal 
* £* * 


Definición 2 
Sy» 


MB26.1.2 


Eliminación de la variable x) ' 
en R¿ mediante la adición de , 

un múltiplo de R¿ a R3 para 

formar una nueva Rz. 


Sistema equivalente 


de ecuaciones Variables 
R; X1,X2,%X3 
R, X2, X3 
R5 X3 


Apliquemos este método a nuestro sistema dado de ecuaciones. Para 
eliminar la variable x, de Rj, tenemos que multiplicar R, por 
—3 y añadirla a Ra; simbólicamente tenemos: 


R¿4—R,) + (-3R,). 
Tenemos, entonces, que 
(Ry) 2x,+ Xx x3=3 
(R>) —4x, — 6x3 = -2 
(R3) 4x,+3x2+ x3=5 
Para completar el primer paso eliminamos x, de R3: 
R3—>Rj + (—2R,), 
para obtener 
(R;) 24 E Xy = Ma =3 
(R>) —4x, — 6x3 = -2 
(R3) X2 +3x3= —1 
Vamos ahora al segundo paso y eliminamos x2z de Rj: 
R3—> Ro) +3R5. 
Obtenemos 
(R,) 2x1 + x2- x3=3 
(R)) —4x, — 6x3 = —-2 
(R3) y =-—3 


Este sistema, que es equivalente al sistema original, está ahora en una 
forma tal que puede ser fácilmente resuelto por sustitución regresiva. 
Esto significa que obtenemos el valor de xz en la última ecuación y, 
después llevamos ese valor a la segunda ecuación para obtener xz, 
y finalmente sustituimos los valores de x3 y x2 en la primera ecua- 
ción para obtener x;. 


De R3: x3=—1 

De R,:4x, = 2 — 6x, => Xy =2 

De R;¡:2x,=3- x2+x3>x,=0 
El conjunto solución es 

((0,2, —1)). 


Este es el conjunto solución del sistema dado. Observe que consta 
de un solo elemento. Más adelante veremos por qué no hay más ele- 
mentos en el conjunto solución. 
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Deben notarse los puntos siguientes: 


(1) 


(11) 


(i1i) 


(iv) 


(v) 


En 


El método de eliminación es sistemático. No observamos nin- 
gún rápido artificio basado en los números particulares que 
aparecen en las ecuaciones. Esto es así porque queremos un 
método que podamos discutir teóricamente y desarrollar mecá- 
nicamente (sobre algún procedimiento operatorio). 

El método es falazmente sencillo. La falacia radica en que he- 
mos escogido un sistema relativamente pequeño y hemos efec- 
tuado con toda exactitud los cómputos necesarios. En general, 
y en particular cuando usamos cualquier tipo de calculadora 
mecánica, los errores de redondeo pueden causar, en casos des- 
favorables, algunos problemas muy serios. Aunque una discusión 
de esos puntos sería una útil aplicación de lo que hemos apren- 
dido acerca del error aritmético, estamos más interesados en 
las consideraciones teóricas. 

Eventualmente el método requiere ligeras variaciones. Por ejem- 
plo, es posible que no aparezca la variable x, en la primera 
ecuación. Tales variaciones se controlan fácilmente cuando los 
cómputos se efectúan a mano, pero requieren especial cuidado 
cuando se utilizan medios automáticos para realizar los cálculos. 
Este método de Gauss es un método de eliminación, contrapuesto 
a los métodos ¡terativos. En un método de eliminación procede- 
mos paso a paso hacia una solución que se obtiene al final del 
proceso. En los métodos iterativos obtenemos un valor estimado 
de la solución en cada paso del proceso. No discutiremos los 
métodos iterativos aquí. 

Como método numérico, el método que hemos descrito tiene una 
deficiencia: no tiene modo de verificarse internamente. Por 
supuesto, podemos comprobar nuestra solución verificándola 
directamente en las ecuaciones originales pero, aún así, si hay 
algún error, esta comprobación no nos dice dónde se cometió. 
De hecho, es más fácil hacer una “comprobación corrida” en el 
método, que una comprobación de cada paso. 


la Unidad 28, Algebra lineal IV, cuando consideremos uno de los 


aspectos prácticos de la solución de las ecuaciones lineales, analiza- 
remos algunos de estos puntos; por ahora, los estudiaremos en sus 
aspectos teóricos. 


Ejercicio 1 


Usar el método de eliminación de Gauss para resolver las siguientes 
ecuaciones simultáneas: 


(1) 3x, — 2x7 =1 
4x,+ x2=3 
(ii) x,—-2x-= x3=-—6 


| 
91) 


xXx, — 2x7 + 2x3 = 


=x¡ + x2+ x3=4 a 


Ml 


MB26.1.2 


Ejercicio 1 
(3 minutos) 


Solución 1 
(i) El conjunto solución es ((,, $). 
(ii) Eliminando x, de Rz y Rx, obtenemos 
Xx; —2x2-x3=-6 
3x3 =9 
—X, = -2 


No es necesario seguir más adelante; las soluciones se pueden en- 
contrar mediante sustituciones regresivas: 


Xx» =2 
a =3 
Xy = =6+x3+2x, =1 
Por tanto, el conjunto solución es | (1,2, 3) |. a 


26.2 MATRICES Y SISTEMAS DE ECUACIONES 
LINEALES 


26.2.1 Sistemas de ecuaciones lineales en forma 
matricial 


Ya encontramos matrices en la Unidad 23, Algebra lineal II, donde 
se usaron como una conveniente notación abreviada de los sistemas 
de ecuaciones. El desarrollo de la notación es una de las caracterís- 
ticas de la matemática. Generalmente la notación comienza por ser 
una forma abreviada adoptada por pura conveniencia, pero muchas 
veces nos lleva a avances importantes en relación con los conceptos 
que la envuelven. Las matrices aparecieron por vez primera en 1858 
cuando Cayley introdujo la notación 


411 412***4,, Xx; by 
421 422**'4), Xx b, 
Ami Am2**: Amn Xan Dra 


como una forma abreviada del sistema de m ecuaciones lineales si- 
multáneas con n incógnitas x;, O. 


011X1 + 012X2 + +** + GypX, =b, 


021X1 + 022X2 + +** + M2pX, =b, 


TO AmnXn = Bn 


Observe que en los coeficientes utilizamos dos subíndices. A primera 
vista, esto puede parecer confuso pero, en realidad, es muy útil. El 
primer subíndice especifica la ecuación a la cual pertenece el coefi- 
ciente, y el segundo subíndice especifica la variable a la cual está 
unida el coeficiente. Así, el elemento de la ¡-ésima fila y j-ésima co- 
lumna de la matriz de los coeficientes es Qij, Y Ay es el coeficiente 
de la variable x, de ¡-ésima ecuación. 
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Solución 1 


26.2 


26.2.1 


Notación 
h * + 


Arthur Cayley, 1821-1895 
(Colección Mansell) 


La característica importante de la notación abreviada de Cayley es 
que libera la disposición de los coeficientes de sus ataduras directas 
con las variables. Esto nos permite abreviar aún más la notación y 
expresar el sistema como 


A =D: 
donde A es la matriz de los coeficientes: 


11 412***05, 


Ami Am2 Amn 
y xes la matriz columna de las n variables: 
X1 


X2 


Xn 


Los miembros de la derecha de las ecuaciones forman la matriz co- 
lumna b: 


by 


¿No le parece que usted ha visto esto antes? 


En virtud de lo que denota, esta notación resume la definición de 
multiplicación de una matriz columna por otra matriz, que denotamos 
por [] en la Sección 23.2.3 de la Unidad 23. Vimos que [ nos llevó a 
la definición de una operación más general de multiplicación de ma- 
trices que denotamos por *. En la Unidad 23 discutimos las propie- 
dades de *. (Si lo cree conveniente repase esas propiedades leyendo 
de nuevo la Sección 23.2.5.) En realidad, lo único nuevo que hemos 
introducido aquí es el doble subíndice en la notación de los elemen- 
tos de una matriz. Hay otra simplificación: de acuerdo con la práctica 
general, hemos eliminado el símbolo * entre A y x. 


Ahora que hemos escrito nuestro sistema de ecuaciones lineales en 
forma matricial, el conjunto solución es un conjunto de matrices co- 
lumnas de n elementos, tal que y pertenece al conjunto solución si, 
y solamente si, 


Ay = b. 


Sabemos que el conjunto solución puede ser vacío o constar de un 
solo elemento o constar de más de un elemento. 


En la Sección 26.1.2 resolvimos el sistema de ecuaciones: 
2x, + 1x2 - 1x3 =3 
Ox, = lx, = ds =7 


4x, - 3x, + Lx, = 3 
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Discusión 
* * 


y encontramos que el conjunto solución es |(0, 2, —1)|, un con- 
junto que contiene un elemento solamente. En notación matricial 
escribiríamos el sistema de ecuaciones como 


Ax = b 
donde 
2 1 —1 xa 3 
A=|6 -—1 -—9], x=|x,| y b=|7 
4 3 1 X3 S 


El conjunto solución consta de un solo elemento, y, a saber 


En la Sección 23.2.1 de la Unidad 23, Algebra lineal Il, demostramos 
que todo sistema de m ecuaciones lineales con n incógnitas define un 
morfismo del espacio vectorial R” en el espacio vectorial R”, y 
recíprocamente, cualquier morfismo de R” en R” se puede repre- 
sentar por uno de dichos sistemas de ecuaciones lineales. Vimos que, 
si conocemos la imagen de una base de R”, entonces podemos en- 
contrar la imagen de cualquier elemento de R”, expresado como una 
combinación lineal de los vectores base de R”. En otras palabras, 
podemos asociar la matriz A de la ecuación 


Áx =b, 
donde A es una matriz de orden m X n, con un morfismo 


T:x——> Ax (x € R”), 


que aplica R” a R”. Hemos supuesto aquí que hemos escogido bases 
para R" y R”, y que usamos continuamente estas bases, de modo 
que identificamos la matriz Am X n con el morfismo de R” en R”. 
(Observe que usamos x para denotar un elemento de R” y distin- 
guirlo de la matriz columna x que tiene n elementos, pero podríamos 
también convertir el conjunto de todas las matrices columnas de n 
elementos en un espacio vectorial y considerar T (o A) como una apli- 
cación de este espacio en el espacio de todas las matrices columnas 
de m elementos.) 


Así, introduciendo una notación apropiada para los sistemas de ecua- 
ciones lineales, tenemos una visión general de tales sistemas. En vez 
de examinar en detalle cada ecuación del sistema, examinamos el 
sistema completo y lo tratamos como un elemento del conjunto de 
todos los sistemas posibles. No se sigue de aquí que necesariamente 
obtengamos descubrimientos espectaculares, pero sí puede darnos 
una mejor visión y comprensión de estos sistemas. 


Hay, además, otras ventajas en el uso de la notación matricial. Por 
ejemplo, podemos considerar la matriz A como constituida por otras 
matrices de menor orden que A; tales matrices se llaman submatrices 
de A. Todas estas submatrices de A se unen para constituir la matriz 
A. Como ejemplos particulares de esto, podemos pensar que la matriz 
(m X n) A de n columnas de elementos es un conjunto de n vectores 


14 


MB26.2.1 


Discusión 
* + 


columna o de n submatrices de orden m X 1. Del mismo modo, po- 
demos considerar la matriz A como una columna de m vectores fila, 
donde cada vector fila tiene n componentes (esto es, las componentes 
de la correspondiente fila de la matriz 4). 


Ejemplo 1 


Podemos escribir la matriz 


como 
A =(b, b, b3), 


donde b,,b2,b3 son las matrices 


0-03 of) 


También podemos escribir A como 


.-[s 
C2 
donde c,,cz son las matrices 
a=l 2 "31 4=B 2. 2% nm 


Llamamos a c, y a cz matrices fila para distinguirlas de las matrices 
columna b,,b2 y b3, que son las columnas de la matriz A. Tanto 
las matrices fila como las matrices columna se pueden considerar 
como n-uplas y m-uplas de números y podemos tomarlas como ele- 
mentos de espacios vectoriales que son isomorfos a R” y R” res- 
pectivamente. De ahí los nombres vectores fila y vectores columna. 


26.2.2 Naturaleza de la solución 


En la sección anterior nos referimos al trabajo con espacios vectoriales 
que ya habíamos efectuado en la Unidad 23, Algebra lineal II. En esta 
sección y en la que sigue, usaremos también algunos de los resultados 
mencionados allí. 

Nuestro problema es resolver un sistema de ecuaciones lineales, que 
en forma matricial se puede expresar por 


Ax =b, 
donde A es una matriz de orden m X n. A define un morfismo de R” 
en R”, también denotado por A: 

AAA (x € R”). 
(Observe que subrayamos x y b, para destacar que los estamos con- 


siderando como vectores, esto es, como elementos de un espacio vec- 
torial.) 


Por la Sección 23.1.4 de la Unidad 23, sabemos que podemos obtener 
el conjunto solución requerido, en dos partes. 
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Ejemplo 1 


26.2.2 


Tema principal 
k * 


(i) Necesitamos solamente un elemento del verdadero conjunto so- 
lución, es decir, un vector x que verifique la ecuación 


AX =D: 
(ii) Necesitamos el conjunto solución completo de la ecuación 
Ax =0, 


donde 0 es el vector cero (es decir, la matriz columna cuyos ele- 
mentos son todos iguales a cero) de R”. Este conjunto solución 
es el núcleo del morfismo. 


El conjunto solución del sistema original se obtiene, entonces, de la 
adición de la solución obtenida en (i) a cada una de las soluciones 
de (ii). 

Verificaremos nuevamente este resultado en nuestras circunstancias 
particulares para recordarle el argumento. 


Supongamos que x, es una solución de la ecuación (1) y que x» es 
un elemento del núcleo, K (esto es, una solución de la ecuación (2)); 
entonces, 


Á(X, + Xx) = AX, + AX; (A es un morfismo) 
=b+0 (hipótesis) 
=b (definición de 0) 


Esto demuestra que (xp + xx*) es un elemento del conjunto solu- 
ción de la ecuación (1). 


Además, todo elemento del conjunto solución de la ecuación (1) se 
puede escribir en la forma xp + xxz. En efecto, si x, es un elemento 
cualquiera del conjunto solución, entonces 


A(%, — Xp) = Ax, — AX, 
=b-=b 
=0 


Se sigue que el vector (x,— xp) es una solución de la ecuación 
(2), es decir, un elemento de K, de modo que podemos escribir 


Xi _ Xp > Xk> 
donde x» E K, y, por consiguiente, 
X1 = Xp + X1- 


Ahora bien, x, es único, según el axioma 1 de los espacios vectoriales, 
de manera que se sigue que existe una correspondencia biunívoca 
entre el conjunto solución y el núcleo. Así, el conjunto solución es 


(xx; = Xp + XxX €K). 
Xp €s una solución particular de Ax = b. 


Ejemplo 1 


En la Unidad 23, Algebra lineal II, (Sección 23.1.4), consideramos el sis- 
tema de ecuaciones 


2: + 3y + (=1)z7 =1 


Il 
SS 


1Xx +1y + (=1) 
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Ecuación (1) 


Ecuación (2) 


Definición 1 
* * 


Ejemplo 1 


En forma matricial se convierte en 


eps 


z 


2r 


El conjunto solución del sistema, expresado en forma de un vector o 
de una matriz columna, es, por consiguiente, 
S + 2r 
3 r|:ireR 
0+ r 8 


Ejercicio 1 
Encontrar la forma matricial del conjunto solución del sistema 
x+ y+z=4 
2x+2y-2=5 El 


Problemas de existencia y unicidad 


En la Sección 26.1.1 observamos que el conjunto solución de algunos 
sistemas es vacío, mientras que otros no son vacíos. Uno de los pro- 
blemas más importantes de la teoría de las ecuaciones lineales es 
determinar las condiciones que se requieren para que un sistema de 
ecuaciones tenga un conjunto solución no vacío: este problema se llama 
problema de existencia, 


Una vez que se ha determinado si existe o no una solución, es útil co- 
nocer las condiciones que se requieren para que el conjunto solución 
contenga solamente un elemento; éste es el llamado problema de la 
unicidad, 


Hemos visto que el conjunto solución de la ecuación 


Ax =b 
es 
(x:x = Xp + cualquier elemento del núcleo j. 


Así, si podemos encontrar una solución particular xp y determinar 
la naturaleza del núcleo de la aplicación, queda resuelto el problema 
de la unicidad. 
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Ejercicio 1 
(3 minutos) 


Discusión 
* * 


Definición 2 
h + * 


Definición 3 
* € + 


(continúa en la página 18) 


MB 26.2.2 


Solución 1 Solución 1 


Si intentamos encontrar una solución particular tomando 2 = 0, ob- 
tenemos 


x+y=4 
2x + 2y =5. 


Vemos que no existe solución particular del sistema original de la 
forma 


a 
Pb 
0 


Por consiguiente, probamos con otra variable y hacemos, por ejemplo, 
y igual a cero; obtenemos el sistema 


x+2=4 
2x—2=8, 
que tiene la solución única x =3 y z = 1. Por tanto, 
3 
0 
1 


es una solución particular del sistema original. Ahora queremos en- 
contrar el núcleo, es decir, resolver el sistema 


x+ y+2z=0 
2x+2y-z=0. 
El conjunto solución de este sistema es 
E 
=r |:reR 
0 
Por tanto, el conjunto solución requerido es 
3+r 
=r]|:reR 
1 | 


(viene de la página 17) 


Si el núcleo consta de un solo elemento (que necesariamente ha de 
ser el elemento cero), entonces el conjunto solución consta de un solo 
elemento, xp, y así hemos establecido la unicidad. Si, por otra 
parte, el núcleo consta de más de un elemento, entonces el sistema 
tiene más de una solución. 


En lo que a la existencia se refiere, podemos estar seguros de una 
solución si b está en el conjunto imagen de la aplicación definida 
por Á porque, en tal caso, debe haber algún vector x que esté apli- 
cado a b. 
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Así, la existencia es esencialmente un problema que consiste en 
encontrar una comprobación que nos permita observar a A y a b, y de- 
terminar si b está en el conjunto imagen. Si el conjunto solución no 
es vacío, resolveremos el problema de la unicidad si podemos en- 
contrar una manera de determinar si el núcleo de la aplicación defi- 
nida por A contiene más de un elemento. En las próximas secciones 
consideraremos más detalladamente estos problemas. 


26.2.3 Problema de la existencia 


Consideremos un sistema de m ecuaciones simultáneas con n incóg- 


nitas, X1, X2, ..., Xn, expresado en forma matricial como 
Ax = b, 
donde 
Xi by 
X2 b, 
x= S b = ; 
Xn Bm 


y A es la matriz de orden m X n: 
411 Q12***G1,n 


421 422***42n 


Amt  Am2 Amn 


En la Sección 26.2.1 notamos que podíamos considerar que una matriz 
estaba formada por vectores. Por ejemplo, podríamos escribir 


411 412 41, 

421 422 42n 
gq; - , 2 + , » Qn 5 

Ami Arm 2 Am 


1 0 0 
0 1 0 
e =/| 01. e =|0],...,€,=| 0 |. 
0 0 1 
entonces 


X= X1f, + Xx2€ do A 


Ax = X/A€, + Xx24€2 + :*: + Xp 48, 


= X191 + X247 +*>* + Xadr- 
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Tema principal 
+ «$ 


MB 26.2.3 
Ejemplo 1 Ejemplo 1 
Si escribimos el sistema de ecuaciones 
2X1 + 3x2 = 1 
3 


S5X, + 1X, 


en forma matricial: 


Ea) 


entonces podemos escribir también: 


5) +()-() 


Este resultado ilustra la fórmula general dada anteriormente. El 
Volvamos ahora a nuestro problema de la existencia de un conjunto Tema principal 
solución que no sea vacío. Ax es un vector del espacio imagen A(R”). Ue 


Puesto que Ax =x14; + Xx29, + :** + X,4,, esto significa que cualquier 
vector del espacio imagen es una combinación lineal de los vectores 


41, 42,..., Qn- Para que exista una solución, b debe estar en A(R”), 
y por tanto, b debe ser una combinación lineal de a;, a2,..., an. 
lá U 


Hay solución si 
beAl(v) 


No hay solución 
si b está fuera 
de A(V) 


(Aquí, V = R”.) 


Por tanto, tenemos lo que parece ser un procedimiento sencillo para 
comprobar si un sistema tiene solución. Desafortunadamente, sin 
embargo, esta prueba no es siempre fácil de aplicar en la práctica. 


Prueba Teorema 
W +A 


Si b es una combinación lineal de los vectores q;, a2,..., an enton- 

ces el sistema de ecuaciones lineales representado por Ax = b tiene 

solución. En caso contrario, el sistema no tiene solución (esto es, el 

conjunto solución es vacío). 

Ejemplo 2 Ejemplo 2 


Considere el sistema de ecuaciones representado por 
2 4 [x, _[p10 
i 2 *X2 _ 6 i 
e 10 
Debemos decidir si el vector b= es una combinación lineal de 
los dos vectores 6 


2) al) 
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Observamos que 
4 2 
a, = 24,, puesto que 3 2x ¿)> 
de modo que, efectivamente, nuestro problema se reduce a decidir si b 


es un múltiplo escalar de a. En otras palabras, ¿existe algún nú- 
mero «a tal que 


b = 04, 


es decir, 


[s) -4) 


Esa ecuación se verifica únicamente si las ecuaciones 
10= 20 
6=0u 


se pueden resolver simultáneamente. Evidentemente, no. Se sigue 
que b no es una combinación lineal de a, y az, de manera que el 
sistema original de ecuaciones no tiene solución. E 


Ejercicio 1 Ejercicio 1 
ES. . A a (4 minutos) 
Utilizando el teorema dado en el texto determinar cuáles de los siguien- 


tes sistemas de ecuaciones tienen al menos una solución. 


(1) x, + 2x2 = 5 (1i) x, +2x,=3 
x+ x2=3 3x, + 6x, =9 
(iii) $x, + 3x2 = 2 (iv) 0,2x1 + 0,3x2 + 0,1x3 = 1,1 
x + x=8 0,6x1 + 0,9x2 + 0,3x3 = 2,2. E 
En los ejemplos considerados hasta ahora, la prueba para determinar Tema principal 
si el sistema Ax = b tenía solución fue fácil de aplicar. En realidad, .on* 


cuando se trata de sistemas “pequeños” no necesitamos una prueba 
especial, podemos establecer si existe o no una solución con sólo 
intentar resolver el sistema directamente. Sin embargo, para sistemas 
más complicados, necesitamos un procedimiento de prueba, y en tal 
caso, para encontrar si b es una combinación lineal de las columnas 
de A, necesitaríamos resolver un sistema de ecuaciones simultáneas, 
que podría resultar tan complicado como el sistema original. Es obvio 
que tenemos que simplificar la prueba de modo que sea fácil de apli- 
car. Lo haremos mediante la introducción del concepto de rango de 
una matriz. 


Dada la matriz A = (4, 42 :**4,), llamamos rango de A al máximo número Definición 1 

de vectores linealmente independientes del conjunto (fa;,, d2,:-*, . .* 

an |; el rango de A se denota por (4). Notación 1 
k «+ 

Ejemplo 3 Ejemplo 3 


La matriz Pe Ñ tiene rango 2, puesto que los vectores (5 y (a son 


linealmente independientes: 


a » +aa[,) = [5) >" == 0 
212 214 0 : A : (continúa en la página 23) 
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Solución 1 


(i) El sistema Ax = b es 


NE) 


Por simple inspección, 


A] 


de modo que b es una combinación lineal de los vectores colum- 
na de la matriz de los coeficientes de A. Se sigue que el sistema 
tiene al menos una solución. 

(ii) El sistema Ax =b es 


bl) 
.- (5) - (5) + (2) 


Se sigue que el sistema tiene al menos una solución. 
(iii) El sistema Ax =b es 


hol 

3 1)lx 8) 

Los dos vectores columna de A son linealmente dependientes: 
1 1 
e NE 
( E () 


De modo que el sistema solamente tendrá solución si el vector b 


1 
es múltiplo (digamos) del vector (5) es decir, si 


2 3 
= a| |, donde xeR. 
8 1 


No existe un a tal que verifique la ecuación. El sistema no 
tiene solución. 
(iv) El sistema Ax =bes 


x 
0,2 0,3 0,11[ | _ [11 
0,6 0,9 0,3)|"* 23) 
X3 
Los tres vectores columna de A, a, az, az, son linealmente 
dependientes; así, 
d=2X db Y li=3Xd: 


Ahora bien, el vector b no es un múltiplo de az. Se sigue que el 
sistema no tiene solución. 
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(viene de la página 21) 


1 1 
La matriz P :) tiene rango 1, porque los vectores () y H son lineal- 


mente independientes: 


3) + ol) - (o) 


2 

3 

2 

1 

3 1 
E 

Hemos definido el rango en términos del número de vectores colum- Discusión 
na linealmente independientes porque nuestra discusión se ha ba- e 


sado en esos términos. Podríamos, igualmente, considerar la matriz 

como formada por vectores fila y definir el rango en términos del 

número de vectores fila linealmente independientes. (En cierto sen- 

tido, esto es bien natural porque intuitivamente se relaciona con el 

número de ecuaciones “independientes” del sistema.) Existe un 

teorema (que no demostraremos) que establece que estas dos posibles 

definiciones del rango de una matriz son equivalentes, es decir, dan 

el mismo valor para el rango. 

Ejercicio 2 pe 


Encontrar el rango de cada una de las siguientes matrices. 


l ii 

So 0 1 

1 0 1 

2 1-1 

O 

6 1 3 

6 3 9 

(111) | 2 1 3 
- E O S (continúa en la página 24) 
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Solución 2 Solución 2 
(1) 1 1 0 0 
aj|0| +0a,0| + a3|1]|= 

1 0 1 0 

0 a +a,=0 
a =0 

0a+a%=0 

> 4, = 4, =03 =0, 


(11) 


(111) 


Esto prueba que los vectores a,, az y az son linealmente in- 
dependientes y que, por tanto, r(4) = 3. 


2 1 —1 
a =|4]|,q4,=|1]|,q3, = 1 
6 1 3 


Usted puede verificar que 3g, + 4, = 9;. 


Se sigue que el máximo número de vectores columna linealmente 
independientes es menor que 3. Observando la expresión 


0,4, + 9343 =0, 
vemos que es equivalente a 
a, -a3=0 
a +a3=0 
a, + 3az =0 


Las dos primeras ecuaciones nos dicen que «az =0, y de ahí 
se sigue que az =0. Así, az y az son linealmente indepen- 
dientes, de manera que r(4) = 2. 


4; = 24», 43 = 34». 


En este caso el máximo número de vectores columna linealmente 
independientes es 1, de modo que r(4) = 1. El 


. 


(viene de la página 23) 


Ahora reconsideraremos nuestro procedimiento para comprobar la Discusión 
existencia de un conjunto solución no vacío, en términos del rango. ES 


Hemos visto que, para que el sistema 


Ax = b, donde A = (4; -:-4,) 


tenga una solución, el vector b debe ser una combinación lineal de los 
vectores 


Aulas de 


Otro modo de decir esto mismo es asegurar que el número de vectores 
linealmente independientes que hay en los conjuntos (4,,4>,---, 4, b) 
y (4,,4>,---,4,) es el mismo. 
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En términos de matrices, la última observación significa que el rango 
de la matriz 


411 012*** 01, 


421 422***42n 


Amt  Am2*** Amn 


y el rango de la matriz aumentada (la matriz A con la columna (extra) 
b): 


411 G13***4jn b, 


Ami Am2**' Amn Ba 
han de ser iguales. 


Ahora podemos enunciar la prueba de la existencia de un conjunto 
solución no vacío, en la forma siguiente: 


El sistema de ecuaciones lineales representado por 

Ax =b 
tiene un conjunto solución no vacío si la matriz A y la matriz aumen- 
tada (A b) tienen el mismo rango. 


Desafortunadamente, con las técnicas que conocemos hasta ahora, 
encontrar si r(A) es lo mismo que r(A b) puede requerir la solución de 
un sistema de ecuaciones tan grande como el sistema original que 
queremos resolver. En la Sección 26.3.3 discutiremos otro método para 
determinar el rango de una matriz, que no depende de la solución de 
ecuaciones simultáneas. 


26.2.4 Problema de la unicidad 


Habiendo discutido ya algunos aspectos teóricos del problema de la 
existencia, volvemos ahora la atención al problema de la unicidad. 


En general, en correspondencia con la ecuación 
Ax =b, 

donde A es de orden m X n, tenemos una aplicación 
ALA 


de R” en R”. Sabemos que, para que la ecuación Ax =b tenga una 
solución, b debe ser una combinación lineal de los vectores a;, az, 


RA ÁS Pp" 
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*, Un. Así, podemos determinar el conjunto imagen A(R”) CR”, 
como el conjunto generado por 4;,4>2,-**,4n. 


La dimensión de este conjunto imagen es, por consiguiente, el máxi- 
mo número de vectores linealmente independientes entre todos los 
vectores que corresponden a algún a. Pero esto es, precisamente, lo 
que hemos definido como el rango de A, de modo que 


r(A) = dimensión de A(R”) 


Podemos obtener algunos resultados interesantes revisando el teore- 
ma de la dimensión, Unidad 23, Algebra lineal II, Sección 23.1.6. Se 
establece allí, en términos de nuestro contexto actual, que 


dimensión de A(R”) = dimensión de R” — dimensión del núcleo, 
es decir, 
r(A) = n — dimensión del núcleo. 


Supongamos ahora que la solución de Ax = b es única. Sabemos que, 
en general, el conjunto de todas las soluciones está dado por 


box = xXx, + Xx €K), 


donde x, es una solución particular y K es el núcleo de la aplica- 
ción A. Ahora bien, si, como suponemos, la solución es única, entonces 
existe solamente una solución, de modo que el núcleo contiene sola- 
mente un elemento, el vector cero*. Esto significa que la dimensión 
del núcleo es cero, es decir, nuestro resultado anterior se convierte en 


HA) == 8, 


Así, pues, una condición necesaria para que la solución de Ax = b sea 
única es que el rango de A = n, es decir, igual al número de varia- 
bles que hay en las ecuaciones originales. Obviamente, la condición 
también es suficiente, es decir, garantiza la unicidad. En efecto, si 
r(A) = n, entonces el teorema de la dimensión nos dice que la di- 
mensión del núcleo es cero y, por consiguiente, el núcleo es el espacio 
vectorial cero. Se sigue que, si Ax = b tiene solución, entonces es 
única. Por tanto, tenemos: 


Si un sistema de m ecuaciones lineales con n incógnitas represen- Teorema 
tado por *. ok or 
Ax =b 


tiene solución, entonces la solución es única si, y solamente si, 
r(A) = n. 


Podemos mejorar este resultado si simplificamos nuestro caso. Si 
suponemos que n =m, es decir, que el número de ecuaciones es 
igual al número de incógnitas, entonces podemos incluir la existencia 
en la unicidad. Esto es, 


El sistema de n ecuaciones con n incógnitas representado por Teorema 
h + « 
Ax =b 
tiene solución única si, y solamente si, 
r(A) = n. 


*Puesto que a0 = 0, donde 0 es el vector cero de un espacio vectorial, y « 4% 0, [0] 
es linealmente dependiente. Se define que la dimensión de |0| es cero. Es el único 
espacio vectorial de dimensión cero. 
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Ya hemos demostrado que, si existe una solución, es única, y no es 
difícil demostrar la existencia. Puesto que n = m, el conjunto imagen 
A(R”) es ahora un subconjunto de R". Como los vectores columna 
4,,4>,***,4, son linealmente independientes, se puede demostrar que 
forman una base de R”. (Establecimos este resultado en la Sección 
22.2.3 de la Unidad 22, pero no lo demostraremos en este curso.) Esto 
significa que todo b E R” se puede expresar como una combinación 
lineal de q,,4>,::*,4,. Se sigue que Ax = b tiene solución. 


En la Sección 26.2.3 demostramos que, en general y no solamente 
cuando n =m, una condición suficiente para la existencia de una 
solución de 


Ax =b 
es que 
r(A) = r(A b). 


Ahora hemos demostrado que, cuando m = nm, una condición nece- 
saria y suficiente para la existencia de una solución única es que 


r(4) = n. 


Consideremos el caso en que m = n, de modo que podamos comparar 
los dos resultados anteriores. 


Supongamos que 
r(A) = n. 
Entonces, 
r(Ab) > r(4) =n. 


Puesto que las columnas de (4 b) son elementos de un espacio vec- 
torial de dimensión n, se sigue que, a lo sumo, hay n que pueden ser 
linealmente independientes, es decir, 


r(Ab) < n. 
Luego 

r(A b) = n. 
Esto es, 

r(A) = n= r(4) = r(A b). 
Por otra parte, 


r(4) = r(4b) + r(4) = n. 
Ejemplo 1 
El sistema 


x-y=2 
+ y =2 


tiene la solución única x =2, y =0. 


a=| = a0=| =1] ») 
2 o da 1 2 


Aquí, 
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y 
r(A) = r(A b) = 2. 
El sistema 
2x + 2y = 2 
x+y=l 


tiene muchas soluciones de la forma x =a,y =1—a. 


En este caso, 


a=[ y) am] 2 >) 
AT le 1, i 1 


Y 

r(A) =r(4b)=1<2. 

E 
Hemos completado, hasta donde teníamos programado, nuestro estu- Tema principal 
dio teórico de la existencia y unicidad. Sin embargo, antes de pasar E 
a otro tema, introduciremos algunos términos y una notación que son 
corrientes en los libros sobre álgebra lineal. 
Cuando el número de ecuaciones es igual al número de variables, se 
dice que la matriz de los coeficientes es cuadrada. Una matriz que Definición 1 
. ” . . * 
tiene m filas y n columnas es una matriz de orden m X n. La matriz Definición 2 
cuadrada A de orden n X n (o, algunas veces, “de orden n”) es no Definición 3 
. . . . *. hh $ 

singular si r(4) = n. En caso contrario, A es singular. 
En general, la aplicación 

A:x*——> AX 
es un homomorfismo pero si la matriz es no singular, la aplicación es 
un isomorfismo de R” en R”. En este caso, la aplicación tiene una 
inversa que también es un isomorfismo. Denotamos la matriz de la 
aplicación inversa (o recíproca), y también la aplicación recíproca 
misma, por A7!, En términos de aplicaciones tenemos que 

AT! AH 
y 

ACA 
Si [,,, denota la matriz identidad de orden n (véase la Unidad 23, 
Sección 23.2.4), entonces, en términos de matrices, tenemos que 

ACTA=AA 7 =I,,. 
A”! es la matriz inversa de A. Definición 4- 

. $ 

Si 

Ax =b 
tiene solución única, digamos xp, entonces podemos escribir 

Xp =A"'b. : 


En la Sección 26.3.2 y en la Unidad 28, Algebra lineal IV, veremos 
cómo se puede calcular A”', y, entonces, esta fórmula será de utili- 
dad; por ejemplo, podemos querer las soluciones de varios conjuntos 
de ecuaciones que tienen la misma matriz A, pero diversos b. 
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26.25 Resumen 


En la Sección 26.2.1 introdujimos la forma matricial de un sistema de 
ecuaciones lineales simultáneas: 


Ax =b. 
En la Sección 26.2.2 expusimos una discusión general de la natura- 
leza de la solución. En particular, mencionamos el problema de la 
existencia: 
¿Existe una solución? 
y el problema de la unicidad: 


¿Existe una solución única ? 


En la Sección 26.2.3 discutimos detalladamente el problema de la exis- 
tencia. Definimos el rango de una matriz: 


rango de A, r(4) = (máximo número de columnas de A 
linealmente independientes) 


y la matriz aumentada: 
(A b) = [a e. 
Dimos el siguiente teorema: 


r(A) = r(A b) 
> Ax = b tiene un conjunto solución que no es vacío. 


En la Sección 26.2.4 discutimos la relación que existe entre el proble- 
ma de la unicidad y el rango de una matriz. Establecimos el teorema 
siguiente: 


Si Ax = b es un sistema de ecuaciones lineales en n incógnitas, que 
tiene solución, entonces 


la solución es única =r(4) = n. 


A continuación, y en forma de diagrama, damos un resumen de la dis- 
cusión sobre los problemas de existencia y unicidad. 


Ecuación matricial 


No hay más nada 


que investigar 


¿Existe una solución? 
(problema de existencia) 
¿Es única la solución? | Sl Encuentre la 
(problema de unicidad) solución única 


Encuentre las 
soluciones 
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Resumen 
+ + + 


Ax =b 
A es de orden mX n 


No hay 


solución 


Hay más de 


una solución 


La solución 


es única 


26.3 OPERACIONES ELEMENTALES EN LAS 
FILAS Y SUS USOS 


26.3.1 Matrices elementales. 


En la Sección 26.1.2 discutimos un método práctico para resolver un 
sistema de ecuaciones, el método de eliminación de Gauss. Después, 
utilizamos la notación matricial, que es muy conveniente para investi- 
gar los problemas de la existencia y unicidad de las soluciones. Ahora 
analizaremos la solución de un sistema de ecuaciones usando el méto- 
do de eliminación de Gauss, pero en términos de matrices. Esto no 
ofrece ninguna ventaja práctica; en realidad, es desventajoso, pero 
nos permite discutir ciertos aspectos teóricos del método que tienen 
repercusiones prácticas definitivas. 


En la Sección 26.1.2 definimos tres operaciones elementales usadas 
en el método de eliminación de Gauss. Demostraremos que, cuando 
las ecuaciones se escriben en forma matricial, las operaciones equi- 
valentes son multiplicaciones de la matriz A de los coeficientes por 
matrices apropiadas. Por sencillez, nos limitaremos a las matrices de 
orden 3X3, pero el método discutido es muy general y se puede 
aplicar a matrices de cualquier orden. 


Definimos tres operaciones elementales en las filas de una matriz A: 


(i) intercambio de dos filas cualesquiera de la matriz; 
(ii) multiplicación de cualquiera de las filas de la matriz por un nú- 
mero diferente de cero; 
(i1i) adición de un múltiplo de una fila a otra fila. 


Denotaremos la primera, segunda y tercera filas de la matriz A porR,, 
R2 y R3 respectivamente. 


Denotamos una operación elemental en las filas por E, y abreviamos 
la descripción así: 
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Rh €* + 
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El intercambio de R, y Rx se escribe 
E¡:R, —Ri 
La multiplicación de R, por el número k se escribe 
Ez :R¡——KkR, 
La adición de un múltiplo, k, de R3 a Ri, se escribe 


Es :R¡-—R, + KkR3 


Ejemplo 1 Ejemplo 1 


Consideremos la matriz 


1 0 3 
A=|1 1 1 
1 0 -2 


E,:R¡+*——R) trasforma la matriz A en 


$: Y 
EfAj=|1 0 3 
i *-z 


E,:R¿+——3R)trasforma A en 


lo 4. 3 
EXA)=|3 3  3l 
L-4 3 


y convierte E,(4) en 


E 
EXE AY=|3 0 9. 
il .S= 


Es :R2¿-——R,) => SR; cambia A en 


1 0 3 
-4 7. MEL. 
1 0 -2 


y cambia Ez2(A) en 


1 0 3 
Ex(E2(A)=-| —2 3 131 
1 0 -2 n 
Es notable que estas operaciones puedan efectuarse en una matriz Á Discusión 
mediante la multiplicación de A por ciertas matrices particulares. El ás 


método más directo de demostrar esto es encontrar las matrices que 
realizan las operaciones requeridas. ¿Cómo encontrar estas matrices? 
Hay un método particularmente sencillo. Si suponemos que dichas 
matrices existen, entonces deben, en particular, efectuar las mismas 
operaciones en la matriz identidad. Por ejemplo, si suponemos que E 
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es la matriz que intercambia las filas primera y tercera de una 
matriz 3 X 3, entonces 


1 0 0 0 0 1 
E=El=E|0 1 0] =|[0 1 01], 
0 0 1 1 0 0 


puesto que sabemos que E intercambia las filas primera y tercera. 
Ahora, multipliquemos una matriz general por E: 


0 0 1/41 41 a, 431 43 433 
0 l 0|[ 42, d,, az, | = 421 dz d)3]. 
l 0 0/43, 43, ay, 411 412 43 


Vemos que E tiene el efecto requerido sobre cualquier matriz 3 X 3. 
Esto nos lleva a la siguiente definición: 


Una matriz obtenida de la matriz unidad por medio de una operación Definición 2 
elemental en las filas es una matriz elemental. eee 
Ejemplo 2 Ejemplo 2 


Encontraremos las matrices elementales correspondientes a las Opera- 
ciones en las filas: 
Ey Ry => Ros Es Ro—>3Ro y Ey :R2¿—>R) — SR, 


que utilizamos en el ejemplo 1. Después, multiplicaremos (con el factor 
a la izquierda) la matriz A del ejemplo 1 por las matrices elementales 
encontradas y observaremos los resultados obtenidos. 


Comenzamos con la matriz identidad: 


1 0 0 
l= 0 1 0 
0 0 1 
E, :R¡—R,) 
Si denotamos por E, la matriz y también la operación, obtenemos 
0 1 0 
Ey = 1 0 0]; 
0 1 
0 1 01 /1 0 3 1 1 1 
E,¡A =| 1 0 0||1 1 1] =11 0 3 
0 0 1d 0 -2 1 0 -2 
Ez :R¿—>3R, 
l 0 0 
Es = 110 3 | 
0 1 
1 0 01 /1 0 3 l 0 3 
sal 3 0||1 1 1|=[3 3 3 
0 0 IA 0 =2 1 0 -2 
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Es :R2—R,) += SR; 


1 0 0 
Es =1 0 l —S 
0 0 1 
/1 0 01 /1 0 a 5 0 3 
.a-| 1 —S]|f1 1 1]|=|-4 E Y! E 
0 0 1 0 -2 1 0 -2 
Compare estos resultados con los del ejemplo 1. | 


Ejercicio 1 
Encontrar las matrices elementales de orden 3 X 3 correspondientes 
a cada una de las siguientes operaciones elementales: 


(i) R2¿—R;3 

(11) R2¿—R) — 2R, 
(111) R¿——>R3 + 2R; + 3R, 
(iv) R2¿—R, — R, +2R; 


Verificar que las matrices elementales tienen el efecto deseado apli- 
cándolas a la matriz 


1 2 3 
2 z 6 
-1 -1 -2 Ñ 


Hemos visto que, a cada operación elemental en las filas utilizada en 
el método de eliminación de Gauss, le corresponde una matriz ele- 
mental. 


Por lo que parece, existe un isomorfismo entre: 


(1) el conjunto de las operaciones elementales efectuadas en el sis- 
tema de ecuaciones simultáneas, combinadas por la ejecución 
sucesiva, y 

(2) el conjunto de las matrices elementales, combinadas por la mul- 
tiplicación de matrices. 


El objeto del método de eliminación de Gauss es usar una sucesión 
finita de operaciones elementales para reducir un sistema de ecua- 
ciones a otro sistema equivalente que se pueda resolver fácilmente 
por medio de la sustitución regresiva. Reinterpretaremos estas ideas 
en términos de matrices. 


Supongamos que comenzamos con el sistema de ecuaciones expresado 
en forma matricial: 


Ax =D, 
esto es, 
411 Ar 413 Xy b, 
421 422 423 x2| = |b, 
431 432 433 X3 b 


El objeto es reducir este sistema al sistema equivalente 
Cx =d, 
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Ejercicio 1 
(2 minutos) 


Discusión 
*h $ * 


(continúa en la página 34) 


Solución 1 


it . 0 mt q 
6 | O 

0. 1.0 0 6-1 

(iñi) [1.0 0 iw/ 1. 0.0 
0. 10 pe E ES 


to 
eS 
o 
o 
E 


(viene de la página 33) 


esto es, 
TA E ys d; 
0 C22 C23 Xx2| = |d, 
0 0 C33 xj d, 


Si E, representa la primera operación elemental que efectuamos en 
el sistema original, multiplicamos (a la izquierda) ambos miembros 
de la ecuación matricial por E,, para obtener 


E,Ax = Eb. 


Esta nueva ecuación representa un sistema de ecuaciones equivalente 
al primero. Observe que multiplicando, a la izquierda, A y bh por E, 
estamos, efectivamente, realizando una operación elemental. Por 
tanto, no hay razón para que, en las operaciones prácticas, busque- 
mos la matriz E y efectuemos la multiplicación de matrices: es mucho 
más fácil efectuar la adecuada operación en las filas de la matriz 
aumentada (A b). El único valor que tiene el conocimiento de la exis- 
tencia de la matriz E radica en las consideraciones teóricas que 
pueden tener consecuencias prácticas, pero la matriz E, en sí misma, 
no se usa en la práctica. 


Hemos visto que cada operación elemental corresponde a una matriz 
elemental. Se sigue que una sucesión de operaciones elementales 
corresponde a un producto de matrices elementales. Supongamos que 
la sucesión de matrices, en el orden en que se usan, es Ej, Ez, Ez, 
..., Es. Entonces, lo que estamos haciendo se puede escribir en la 
forma 


(E, ... E¿E¿E,A)x =E,... E,E,E¡b. 


Observe que, puesto que siempre tomamos las E como factores a la 
izquierda, el vector columna x nunca está comprendido en la Opera- 
ción. Cuando planteamos operaciones numéricas, omitimos el vector 
columna x y solamente conservamos la matriz aumentada (Ab) y 
trabajamos con ella. Tenemos que 


(Cd) =(E,... E,E,E,)(A b) 
= P(A db), 


donde P es la matriz obtenida al multiplicar todas las E. Incidental- 
mente, sabemos que, sí podemos ir de (Ab) a (C d), podemos invertir 
cada paso (cada operación elemental se puede invertir mediante otra 
operación elemental de la misma clase) y regresar de (Cd) a (Abd). 


34 


MB26.3.1 


Solución 1 


Esto significa que la matriz P es no singular, esto es, tiene una matriz 
inversa P-1. Observe que dijimos “si podemos ir de (A b) a (C d.)"”: 
no podemos garantizar que realmente podamos. De hecho, siempre es 
posible, aunque algún c (o varios) puede ser igual a cero. Si la solu- 
ción del sistema es única, es decir, si r(4) =3 (0, en general, si 
r(A) = n para una matriz cuadrada n X n), entonces ningún c de la 
diagonal principal es cero. 


Hemos logrado el objetivo de esta sección, que era interpretar el mé- 
todo de eliminación de Gauss en términos de matrices. Hay bastantes 
consecuencias interesantes y algunos detalles que consideraremos 
en las restantes páginas de este texto. 


Ejercicio 2 


Encontrar las matrices elementales que reducen el sistema 


2 1 -—1 Xy 3 

6 —1 -—9 il = 1% 

4 3 1 X3 5 
al sistema 

2 1 —1 Xx 3 

0 -4 -6 x,| = |-2 

0 0 311% -3 


De ahí, encontrar la matriz P y verificar que 


Lt -£] 3 2 1-13 
| l 
0 -4 -6 1 -2|=P[6 -1 -917 
0. 0 31)1-3 4 3 115 m 


26.3.2 Inversa de una matriz 


Hay varios modos de encontrar la inversa de una matriz no singular 
A. En esta sección explotaremos la técnica de las matrices elemen- 
tales discutida en la última sección. Este es un buen ejemplo del 
modo en que las matrices elementales, aunque no son prácticas en sí 
mismas, conducen a métodos prácticos. 


Supongamos que A es una matriz no singular y que X es su inversa. 
Entonces, 


donde A, X e I son matrices cuadradas de igual orden. Podemos con- 
siderar la ecuación AX = I como una ecuación de la cual queremos 
determinar la matriz desconocida X. En realidad, no difiere mucho 
de nuestra ecuación previa. Por ejemplo, si suponemos que A, X e I 
son todas de orden 3 X 3, entonces podemos escribir 


A(x X2 X3)= li, LL) 
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Ejercicio 2 
(2 minutos) 


26.3.2 


Tema principal 
* * 


(continúa en la página 36) 


Solución 26.3.1.2 


Las matrices E no son únicas; dependen de las operaciones elemen- 
tales que se escojan. No obstante, P es única: 


ii 0 
o 
l 


| 
uy 


11 


4 


hi 


Una posible escogencia de las matrices elementales es 


1001/1000 1.0.0 Fa 
0.10 dió io lel=s 0.0 
64 11-301 0.01 Eg 1 
E, E, E, P E 


e ÓECThDDA 


(viene de la página 35) 


donde hemos expresado las matrices X e Jen términos de sus vectores 
columna en la forma usual. Esta ecuación matricial es, por sí sola, 
equivalente a las tres ecuaciones matriciales 


Ad =p. ÁX> = La, ÁX3 = 13, 


y regresamos al problema de resolver la ecuación Ax = b, con la di- 
ferencia que, ahora, tenemos que resolver tres ecuaciones matriciales 
en vez de una. 


Esto nos sugiere que podríamos usar aquí el mismo enfoque. Quizá 
podemos encontrar una sucesión de operaciones elementales (con las 
correspondientes matrices elementales) que, juntas, formen el método 
de eliminación de Gauss. La misma sucesión de operaciones servi- 
ría, por supuesto, para las tres ecuaciones. Este procedimiento debe, 
en verdad, funcionar bien, pero con un pequeño esfuerzo dará mejores 
resultados. El método de eliminación de Gauss requiere la sustitución 
regresiva. Podemos evitar la sustitución regresiva si efectuamos 
algunas otras operaciones elementales adicionales. En vez de reducir 
A (en el caso de las matrices 3 X 3) a la forma 


cm C1 C13 
0 C22 023 
0 0 C33 | 
podríamos continuar trabajando e intentar reducirla a la forma 
l 0 0 
0 1 0 |, 
0 0 1 


usando siempre operaciones elementales. Entonces, podríamos leer 
la solución sin necesidad de aplicar la sustitución regresiva. 


Supongamos que podemos encontrar una sucesión de Operaciones ele- 
mentales que trasforma A en /. Denotaremos las correspondientes 
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Solución 26.3.1.2 


matrices elementales por E,, Ez,..., Es. Entonces, comenzando con 
nuestra ecuación original 


AX = E 
tenemos que 


(E,...E,E,AJX 


tl 
ls] 


ESE, l, 


esto es, 
TX = Bo: Es Er Lo 


X =E,...EzE,l. 


Este es un notable resultado que tiene consecuencias prácticas. Nos 
dice que, si podemos encontrar una sucesión de operaciones elemen- 
tales que trasforme A en /, esa misma sucesión de operaciones tras- 
formará len la inversa de A. Las matrices elementales nos proporcio- 
nan la justificación, pero en la práctica no usamos—usamos sus 
efectos—las operaciones elementales 


Ejemplo 1 


Encuentre la inversa de la matriz 


2 1 —1 
A=|6 -1 -9 
al 3 1 


No hay dificultad en suponer que la inversa existe: no hay razón para 
suponer que existe o que no existe pero la demostración de que un 
pastel existe se obtiene cuando se saborea. Si podemos encontrar 
una sucesión de operaciones elementales que trasforme A en /, en- 
tonces la inversa de A existe. Puesto que vamos a efectuar las mis- 
mas operaciones elementales en las filas de A e /, eliminaremos los 
paréntesis de la matriz y dispondremos los elementos en orden de 
trabajo: 


X 1=-1i1T1 $6 0114 
| | 

6-1 -910 1 01-3 

84 3 10.0 150ls 


Usted se preguntará de dónde salió esa última columna. Como ya men- 
cionamos en nuestras notas sobre el método de eliminación de Gauss, 
todo buen método numérico debe contener algún modo de autocom- 
probación. Por esa razón, hemos introducido un número adicional al 
final de cada fila; este número es la suma de los números que apare- 
cen en cada fila. Al efectuar operaciones supondremos que este nú- 
mero forma parte de su respectiva fila, de modo que cualquiera que 
sea la operación elemental que efectuemos sobre la fila, el último nú- 
mero sea siempre igual a la suma de los números de esa fila. Si, des- 
pués de algún paso, encontramos que falla la comprobación de la 
suma, entonces existe algún error en ese paso. Si después de cada 
paso recordamos verificar la suma de la fila, podremos estar razona- 
blemente seguros de que toda la operación es correcta. (Decimos 
“razonablemente” seguros porque podemos haber cometido varios 
errores que se compensen.) Ahora procederemos sistemáticamente 
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Ejemplo 1 


para obtener la matriz Jen las tres primeras columnas, indicando cada 


paso mediante la notación usual. 


R¡——AR, 
Iisti os 
6-1 -9 0-1 
4 3 1j0 0 


0 
0 


1 


NO UU  Niuw 


(Cuando usted “le coja el juego”, no necesitará copiar todas las filas 
a cada paso sino únicamente la fila que está cambiando; por ejemplo, 
la primera fila, arriba. No lo haremos así porque puede causar un 
poco de confusión en los principiantes, pero ocasionalmente efectuare- 
mos más de una operación en algún paso.) 


R¿—R, a. 6R,;Ri¡——R; a 4R, 


0 


oo 


R; 


oo 


| 
| 
| 
| 18 
i-3 


uy Uy nit 


144] 4 

0 -4 -6 | —-3 

$ 3 31-2 
Ya tenemos una columna en la forma correcta. 
R¿— —¿R, 

I+*+ Ajó 0 

001 314 

D 1. 3-2 
R¡—>R, — 3R2; RR; — 

Ie 4 sd 

001 3144 

0.0 31-42 4 


0 


Ahora tenemos dos columnas correctas. 


R3—>4R, 
<A 14 4 
13144 
6 $14 3 
RR, +¿R5;R¿—R) — 
10 0]-$ 4 
o 1 ol 3 
0. 0 1-4 4 


0 
3 
0 


Tenemos las tres columnas en la forma correcta. 


Si nuestra teoría es correcta, entonces la inversa de A es 


13 4 $ 
Tr Y kh 
PA pl 
o | 
11 1 2 
o 6 5% 


Para comprobar que esta matriz es efectivamente la inversa de la 
matriz A, resuelva el ejercicio 1. 
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Ejercicio 1 


Si 
E EE 
A=|6 -1 -9| y X= 3 -3 —1]. 
4 3 1 A 4 
demostrar que 
XA=I=AX, 
donde 
1 0 0 
16 IL 1 0 
0 0 1 de 


Ejercicio 2 
Encontrar las matrices inversas de 
(1) /1 —1 01 Gi) 0 l —1 
3 7 1 3 6 2 
2 -14 2 —-1 0 5 


Efectúe los cálculos a mano o, si tiene usted tiempo e inclinación, 
utilice el programa para el computador (dado en el apéndice). Ea] 


Ya tenemos una técnica para encontrar la inversa de una matriz no 
singular. Ahora es posible que usted se pregunte: ¿Para qué se usa? 
En alguna ocasión anterior respondimos brevemente esta pregunta, 
pero ahora la discutiremos más detalladamente. 


Si tenemos un sistema de ecuaciones 
Ax =D, 


donde A es una matriz cuadrada no singular, entonces, puesto que la 
matriz inversa, A7!, representa el isomorfismo inverso, el sistema 
tiene una solución única. Esta solución es 


= Ah 


Lo importante de esto es que, una vez que conocemos A”*, podemos 
encontrar una solución única para cualquier vector columna b. Esta 
es una ventaja notable sobre el método de eliminación de Gauss 
donde, para cada distinta escogencia de b, tenemos que repetir la 
eliminación de Gauss nuevamente. (Aunque, por supuesto, solamente 
será diferente la columna b y, por tanto, si hemos conservado las ope- 
raciones anteriores, el trabajo no será tan difícil como parece a pri- 
mera vista.) 


En la Unidad 28, Algebra lineal IV, veremos que, si tenemos un con- 
junto de sistemas de ecuaciones 


Ax =D; (A 


con la misma matriz de coeficientes pero diferentes miembros de la 
derecha, entonces, supuesto que n > 3, vale la pena encontrar A”?, 
y, para cada ¡, calcular la solución 


Ab. 
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Ejercicio 1 
(3 minutos) 


Ejercicio 2 
(3 minutos) 


Discusión 
* * 


(continúa en la página 40) 


Solución 1 


Efectúe la multiplicación. E 


Solución 2 


() it <I 0 


La matriz inversa de | 3 7 1 
2 -14 2 

7 1 dE 

8 16 “32 

4 1 1 

es | —3 to =32 

BA 3 a 

E 8 16 


Si utiliza el programa para el computador, obtendrá, finalmente, 


0,875 0,0625 —0,03125 
0,25 0,0625 —0,03125 
=11,70 0,375 0,3125 


(11) 0 l -—1 


La matriz inversa de 3 6 3 


—]] 0 5 
30 5 8 
—%3 23 3 
y Ed 1 3 
es 23 33 23 
6 1 d,. 
33) 23 23 


Si utiliza el programa para el computador, obtendrá algo seme- 
jante a esto: 


—1,30435 0,217391 —0,347826 
0,73913 4,34783E-02 0,130435 
— 0,26087 4,34783E-02 0,130435 E 


xo —===—+=+4 
(viene de la página 39) 


Aunque aquí nos hemos limitado a las matrices no singulares y care- 
cemos de un método efectivo que nos permita observar una matriz y 
decir si es una matriz no singular, el método descrito en esta sección 
es muy útil. Aunque no conduzca a la matriz inversa, alguno de esos 
mismos pasos conducirá a una solución (o soluciones) si existe; si 
no hay solución, también nos lo dirá. No trataremos estos puntos aquí. 
No son difíciles, pero, por ahora, hemos avanzado bastante en la teoría 
de las ecuaciones lineales. 


En la próxima sección volveremos brevemente al cálculo del rango. 
Esto supone una discusión semejante a la anterior. 
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Solución 1 


Solución 2 


26.3.3 Cálculo del rango de una matriz 


Aunque hemos establecido algunos de los resultados de este texto 
en términos del rango de una matriz, no hemos discutido un modo 
efectivo de calcularlo (los ejemplos dados eran artificialmente fáciles). 
En esta sección subsanaremos esta deficiencia. Para simplificar la 
discusión, nos limitaremos a las matrices cuadradas. 


Dada una matriz cuadrada A, hemos definido el rango de A como el 
máximo número de vectores columna linealmente independientes de A. 


Si A es una matriz n X n podemos asociar con A la aplicación 
E (xER”, 

y demostramos en la Sección 26.2.4 que 
r(A) =dimensión de(R”). 


Consideraremos el efecto de una de las operaciones elementales sobre 
el rango de A. Aunque no necesariamente podremos decir de inme- 
diato el rango de A, podremos, sin embargo, decir el rango de una 
matriz mucho más simplificada (por ejemplo, de la forma obtenida en 
el proceso de eliminación de Gauss). 


Sea E la matriz correspondiente a una de las operaciones elementales 
de las filas. La aplicación correspondiente 


Bix>»Ex (xeR”) 


es uno a uno porque, como observamos anteriormente, toda operación 
elemental en las filas tiene una operación inversa del mismo tipo. 


Considere la aplicación compuesta 
Es A:x——>EAXx (x€R”) 
cuya matriz es EA. Tenemos que 
r(EA) = dimensión de Eo A(R”) 
= dimensión de E(A(R”)) 


Ahora bien, vimos en la Sección 26.2.4 que, como E es uno a uno, el 
núcleo de la aplicación E contiene solamente el elemento cero y, por 
consiguiente, su dimensión es cero; esto es, 


dimensión de E(A(R”)) = dimensión de A(R”) = r(4). 
Así, pues, 
r(A) = r(EA). 


Esto significa que el rango de A no se afecta por las operaciones ele- 
mentales en las filas. Lo cual nos lleva a un método práctico para 
calcular el rango. 


Ejemplo 1 
Calculamos el rango de la matriz 
1 0 —1 
Ab=| =2 1 3 
| 4 2 -2| 


reduciendo sistemáticamente los elementos que están debajo de la 
diagonal principal, a ceros, mediante operaciones elementales en las 
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Tema principal 
* * 


Ejemplo 1 


filas. Usamos una columna para comprobar las sumas de las filas, 
tal como hicimos en la sección anterior: 


1. 0 -110 
-2 1 3 | 2 
4 2 -2]4 
R¿——R) + 2R,; R¿—>R) - GR, 
1. 0 -1]0 
4.4 1] 
0 2 24 
R3—R) — 2R; 
1 0 -11!0 
0. 1-1 2 
o o olo 


Ahora es fácil ver que las dos primeras columnas son linealmente in- 
dependientes, pero que 


=-1 1 0 
1 =-1f0| +]|1], 
0 0 0 


de modo que r(4) = 2. 


Si utilizamos el resultado mencionado en la Sección 26.2.3, según el 
cual el rango de las filas (el máximo número de vectores fila lineal- 
mente independientes) es igual al rango de las columnas, conocere- 
mos más fácilmente el rango de A porque la última columna consta 
únicamente de ceros. En general, si efectuamos esta reducción, el 
rango de A es igual al número de filas que no estén formadas única- 
mente por ceros, en la matriz reducida. 8 


Ejercicio 1 


Calcular el rango de la matriz: 


1 2 1 
0 1 1 


2 -—1 -—1 a 
Ejercicio 2 


Utilizar métodos semejantes a los del texto para demostrar que, si B 
es una matriz n X n nosingular y si Aes una matriz n X n cualquiera 
entonces 


(BA) = 14). m 


, 


Ejercicio 3 
Si A y Bson matrices n X n cualesquiera, demostrar que 
(BA) < r(4). a 
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Ejercicio 1 
(2 minutos) 


Ejercicio 2 
(4 minutos) 


Ejercicio 3 
(5 minutos) 


26.4 Resumen 


Hemos recorrido todo un ciclo. En los inicios de este texto describi- 
mos el método de eliminación de Gauss para resolver en un conjunto 
de ecuaciones simultáneas, en términos de operaciones elementales 
en las ecuaciones del sistema. 


Después discutimos el problema de la existencia y de la unicidad de 
la solución de uno de dichos sistemas y obtuvimos dos resultados 
teóricos en términos de los rangos de las matrices que describen el 
sistema. Estos resultados fueron: 


El sistema de ecuaciones lineales representado por 
Ax =b 

tiene un conjunto solución no vacío si r(A) = r(A b). 

El sistema de n ecuaciones en n incógnitas representado por 
Ax =b 


tiene una solución única si, y solamente si, 


Después, “cambiamos de dirección” y definimos las matrices ele- 
mentales. Estas corresponden a las operaciones elementales del mé- 
todo de eliminación de Gauss. Obtuvimos así una representación 
matricial de este método. Aunque esto no tenía interés práctico, tenía 
consecuencias prácticas. Nos permitió desarrollar: 


(i) un método para encontrar la inversa de una matriz no singular, 
y 

(ii) un método para calcular el rango. 

Puesto que ambos métodos son esencialmente el mismo procedimien- 
to sistemático que constituye el método de eliminación de Gauss, 
podemos usar los mismos cálculos para determinar: 


(i) la solución de un sistema de ecuaciones, 
(11) la inversa de la matriz de los coeficientes, si existe, 
(iii) el rango de la matriz de los coeficientes o de la matriz aumentada, 


todo lo cual es de interés. 
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Resumen 
Ss % 


MB26.3.3/26.5 


Solución 26.3.3.1 Solución 26.3.3.1 
El rango de la matriz es 3. A 
Solución 26.3.3.2 Solución 26.3.3.2 


Puesto que B es una matriz no singular, podemos aplicar a Bel mismo 
argumento que aplicamos a E en el texto precedente al ejemplo 1. 
Esto es, 


r(BA) = dimensión de B(A(R”)) = dimensión de A(R”) = r(4). M 


Solución 26.3.3.3 Solución 26.3.3.3 
r(BA) = dimensión de B(A(R”)), 
y, según el teorema de la dimensión, 
dimensión de B(A(R”)) = dimensión de A(R”) — dimensión 
del núcleo de B de dominio A(R”). 


Puesto que la dimensión de todo espacio vectorial es mayor que o 
igual a cero, 


r(BA) = dimensión de B(4(R”)) < dimensión de A(R”) = r(A). 


Del mismo modo, r(BA) < r(B) también; así, el rango del producto de 
dos matrices es menor que o igual al rango de las matrices factores. 


265 APENDICE 26.5 


Programa para el computador KSROWOP Apéndice 


Este programa efectuará las operaciones en las filas, necesarias para 
simplificar o para invertir una matriz. En particular, 


(a) Intercambiará dos filas, dada la instrucción INT, seguida de los 
números de las dos filas que usted desee intercambiar. 

(b) Multiplicará una fila por un número diferente de cero, dada la 
instrucción MULT, seguida del número de la fila y, después, del 
número por el cual usted quiere multiplicarla. 

(c) Multiplicará una fila por un número cualquiera y añadirá el re- 
sultado a otra fila. Esto lo hará bajo la instrucción MARS (abre- 
viatura para: “Multiply and Add RowS”), seguida de 


(i) el número de la fila que ha de ser multiplicada; 
(ii) el número por el cual ha de ser multiplicada; 
(i1i) el número de la fila a la cual hay que añadir el resultado. 


Algunas veces. el número por el cual usted quiere multiplicar es el 
inverso de uno de los elementos de la matriz. Para prevenir esta even- 
tualidad, hemos preparado también el programa de manera que el 
computador aceptará las siguientes instrucciones (lógicamente re- 
dundantes, pero prácticamente útiles): 


(d) Dividirá una fila por cualquier número diferente de cero, dada la 
instrucción DIV, seguida del número de la fila y, después, del 
número por el cual usted quiere dividir. 

(e) Dividirá una fila por cualquier número diferente de cero y añadirá 
el resultado a otra fila. Esto lo hará bajo la instrucción DARS 
(abreviatura para: “Divide and Add RowS”), seguida de 


(i) el número de la fila que ha de ser dividida; 
(ii) el número por el cual ha de ser dividida; 
(iii) el número de la fila a la cual hay que añadir el resultado. 


Relación de las instrucciones 


Limpie el computador en la manera usual. A continuación escriba 
GET-SROWOP 


seguido del retroceso del carro y, después, escriba 

RUN 
seguido, nuevamente, del retroceso del carro. El computador impri- 
mirá 

E 
y usted debe darle entrada a dos números (que no deben ser mayores 
que 10). Estos números indican el número de filas y de columnas que 


tiene la matriz con la cual vamos a trabajar. Por ejemplo, si usted 
escribe 


4,3 
seguido del retroceso, usted le habrá dicho al computador que espere 
una matriz 4 X 3 es decir, una matriz de 4 filas y 3 columnas. 
El computador imprimirá de nuevo 

2 
y, ahora, debe usted darle entrada a los elementos de la matriz, de la 
siguiente manera: primero, los elementos de la primera fila en su 


orden; después, los de la segunda fila en su orden y así sucesiva- 
mente. Por ejemplo, si usted quiere dar entrada a la matriz 


p 1 1 


ty 


bLOZ-3 
$ 4 3 
0 4 4] 


(que es una matriz 4 X 3), tendremos que dar entrada a 
1,1,21.2,32,1,3,0,4,4 
seguido del retroceso normal. 
Una vez más el computador imprimirá 
2 
y es ahora cuando usted tiene que darle una de las instrucciones 
INT, MULT, MARS, DIV o DARS, seguida del retroceso. Otra vez 


obtendremos 
2 


y deberá usted dar entrada a dos o tres números, como ya indicamos, 
para completar la especificación de la operación en las filas. Por ejem- 
plo, supongamos que usted escribió DARS y que desea dividir la 
fila 3 por 2 y, después, sustraer el resultado de la fila 1. Esto es equi- 
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valente a dividir la fila 3 por —2 y sumar el resultado a la fila 1. Así, 
pues, usted escribe 


3, —2, 1 
seguido del retroceso. El computador efectuará la operación indicada 
e imprimirá 

? 
para quedar esperando nuevas instrucciones. 


En este momento, o en cualquier otro paso, (aun inmediatamente des- 
pués de haber escrito la matriz, si queremos), podemos, en vez de dar 
las instrucciones INT, MULT, MARS, DIV o DARS, usar otras ins- 
trucciones tales como PRINT, RET, NEXT MATRIX o FIN. La ins- 
trucción PRINT ocasionará que el computador imprima la matriz en 
la forma en que se encuentre en ese momento. Si usted quiere can- 
celar el efecto de la última operación realizada, la instrucción RET 
llevará la matriz a la forma en que se encontraba antes de la última 
operación. 

Si cuando ha terminado de trabajar con una matriz, usted desea tra- 
bajar con otra, debe dar la instrucción NEXT MATRIX, y el com- 
putador volverá al inicio del programa, listo para recibir los datos de 
otra matriz. 


Cuando termine con todas las matrices, dé la instrucción FIN. El 
computador terminará el programa y escribirá 


DONE 
Usted terminará con 
BYE 


y registrará el tiempo consumido. 


Diagnósticos de errores 


Si en algún paso del programa usted escribe algo que carece de sen- 
tido en ese punto, el computador imprimirá algún aviso que indique 
cuál es el error. A continuación damos una lista completa (eso espera- 
mos) de lo que puede suceder. 


Si el computador imprime 
EXTRA INPUT—WARNING ONLY 


esto significa que usted ha dado entrada a demasiados números. Por 
ejemplo, después de la instrucción DIV, puede ser que usted haya 
escrito 1, 2, 3, por error. El computador tomará los números 1 y 2 y tra- 
bajará con ellos, y el programa continuará. 

Si se obtiene 


22 
significa que no dio usted entrada a suficientes números. Por ejem- 
plo, después de una instrucción MULT, puede usted haber escrito 


1, 2. En ese caso, debe usted escribir el número (o los números) que 
ha omitido, y el programa continuará. 


Si se obtiene 


227 


MB26.5 


esto significa que usted ha colocado algo que no son números (por 
ejemplo, MULT) donde se supone que deben ir números. En este caso 
debe usted dar la respuesta correcta, y el programa continuará nor- 
malmente. 


Los mensajes anteriores forman parte del repertorio automático del 
- computador. Los mensajes que damos ahora forman parte del progra- 
ma ROWOP, y están sujetos a nuestro control. Lo hemos preparado 
de tal manera que, si comete tres de los siguientes errores en sucesión, 
el programa se detendrá. Tendrá, entonces, que escribir 


BYE 


registrar el tiempo empleado y dedicarse a revisar lo que ha estado 
haciendo. 


Si, cuando se especifican los números de filas y columnas de la matriz, 
no escribimos números positivos que sean menores que o iguales a 
10, obtendremos el mensaje 


INADMISSIBLE VALUES 


y tendremos que especificar los valores nuevamente. 


Si, al dar los números para especificar las operaciones en las filas, 
damos números que no son enteros positivos menores que o iguales 
al número de filas que hay en la matriz, obtendremos nuevamente 


INADMISSIBLE VALUES 


y, esta vez, debemos devolvernos y especificar nuevamente una opera- 
ción, con una instrucción tal como INT, MULT, etc. 


Si, cuando se supone que debemos dar una instrucción tal como INT, 
MULT, etc., dejamos de hacerlo, obtendremos el mensaje 


INADMISSIBLE OPERATIONAL COMMAND 


y tendremos que especificar adecuadamente la instrucción. 


Si especificamos una operación en las filas cuyo efecto sería reducir 
una fila a cero o si intentamos dividir por cero, obtendremos 


LETHAL ROW OPERATION 


El computador no efectuará esta operación y se devolverá al punto del 
programa donde tenemos que especificar, de nuevo, INT, MULT, etc. 
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Resumen 


Después de las operaciones previas normales, de anotar la hora, y de 
escribir GET—f$¿ROWOP y RUN, debemos especificar el número de 
filas y de columnas de la matriz. Después, daremos entrada a los ele- 
mentos de la matriz. A continuación, en cada paso, tendremos la 
siguiente lista de posibles escogencias de instrucciones: 


INT 

MULT 

MARS 

DIV 

DARS 

RET 

PRINT 

NEXT MATRIX 

FIN 
Después de INT, escriba ¿, j; el computador intercambiará las filas 
Ly j. 
Después de MULT, escriba i, x; el computador multiplicará la fila ¡ 
DORE. 


Después de MARS, escriba i, x, j; el computador multiplicará la fila ¡ 
por x, y añadirá el resultado a la fila j. 


Después de DIV, escriba :, x; el computador dividirá la fila ¡ por x. 


Después de DARS, escriba 1, x, j; el computador dividirá la fila : 
por x, y añadirá el resultado a la fila j. 


La instrucción RET cancelará la última operación efectuada en las 
filas. 


La instrucción PRINT imprimirá la matriz en el paso en que se en- 
cuentre en ese momento. 


La instrucción NEXT MATRIX prepara el computador para recibir 
la siguiente matriz. 


La instrucción FIN determina la finalización del programa. El com- 
putador imprime DONE; usted escribe BYE y registra el tiempo. 
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M 100 — UNIDADES DEL CURSO 3ASICO DE MATEMATICAS 


0 I1D0O+O0NA 


Funciones 

Errores y exactitud 
Operaciones y morfismos 
Diferencias finitas 

NO HAY TEXTO 
Desiguales 

Sucesiones y límites I 
Computación I 

Integración I 

NO HAY TEXTO 

Lógica 1 — Algebra de Boole 
Diferenciación Il 
Integración II 

Sucesiones y límites II 
Diferenciación II 
Probabilidad y estadística 1 
Lógica Il — Prueba 
Probabilidad y estadística II 
Relaciones 

Computación Il 
Probabilidad y estadística III 
Algebra lineal 1 

Algebra lineal II 
Ecuaciones diferenciales 1 
NO HAY TEXTO 

Algebra lineal MI 

Números complejos I 
Algebra lineal IV 

Números complejos II 
Grupos I 

Ecuaciones diferenciales II 
NO HAY TEXTO 

Grupos H 

Sistemas numéricos 
Topología 

Estructuras matemáticas 
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